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Abstract. We prove there is an equivalence of ribbon categories between 
a category introduced by Turaev whose morphisms are planar diagrams and 
a full subcategory of the category of finite-dimensional modules over U q {sl2)- 

Resume. Nous construisons une equivalence de categories rubanees entre 
une categorie introduite par Turaev dont les morphismes sont des diagrammes 
planaires et une sous-categorie pleine de la categorie des modules de dimension 
finie sur U q (sl2). 



Introduction 

Dans cet article nous resolvons un probleme souleve par V. Turaev en montrant que la categorie 
des representations de sh ou de son algebre enveloppante quantique peut se decrire a l'aide de 
diagrammes planaires. 

Le lien entre la theorie des groupes quantiques et la theorie des noeuds est maintenant bien 
etabli. Rappelons que les groupes quantiques ont ete introduits autour de 1983-85 par Drinfeld et 
Jimbo. Ce sont des deformations a un parametre des algebres enveloppantes des algebres de Lie 
semisimples. La theorie des representations des groupes quantiques peut etre considered comme 
une generalisation puissante et feconde de la theorie classique des representations des algebres 
de Lie semisimples. Les representations des groupes quantiques forment ce que Turaev a appele 
une categorie rubanee, c'est-a-dire une categorie qui possede un produit tensoriel, un tressage et 
une dualite, ce qui permet d'etendre la notion de trace a ce cadre. Ce sont ces caracteristiques 
qui expliquent qu'a partir d'une telle categorie on peut construire des invariants d'entrelacs qui 
generalisent le celebre invariant construit par Vaughan Jones en 1984. La construction d'invariants 
topologiques a partir des groupes quantiques et, plus generalement, de categories rubanees est due 
a Reshetikhin et Turaev ^0] . 

Mots-cles : groupe quantique, invariant de nceuds, categorie rubanee, crochet de Kauffman, algebre de Temperley-Lieb. 
Classification AMS : 17B37, 57M25, 81R50. 



Si les groupes quantiques ont des applications spectaculaires en theorie des nceuds et en topologie 
en dimension 2 et 3, le probleme de savoir si on peut completement decrire les representations des 
groupes quantiques et meme des groupes classiques en termes d'objets geometriques comme les 
nceuds, les tresses ou leurs projections planaires reste largement ouvert. Le propos de cet article 
est de s'attaquer au cas le plus simple, c'est-a-dire a celui de l'algebre de Lie semisimple sfo et 
de son avatar quantique. Nous construisons ici une equivalence de categories entre une categorie 
de representations de l'algebre enveloppante quantique de SI2 et une categorie V(a) construite 



par Turaev [24], chap. XII, dans laquelle les morphismes sont des diagrammes planaires. Cette 
equivalence preserve les structures rubanees qui existent aussi bien du cote des representations que 
du cote topologique. Nous demontrons une telle equivalence pour toutes les valeurs "generiques" 
du parametre q qui entre dans la definition de l'algebre enveloppante quantique de s/2 ainsi que 
lorsque q est une racine de l'unite d'ordre pair > 6. 

Lorsque ce parametre est une racine de l'unite differente de 1, on sait que la categorie des 
representations d'une algebre enveloppante quantique n'est plus semisimple. Lusztig a conjecture 
une correspondance entre les representations des groupes quantiques aux racines de l'unite et 
les representations modulaires du groupe algebrique correspondant. Malgre la complexity de la 
categorie des representations pour q racine de l'unite, nous en obtenons neanmoins une description 
topologique a condition de nous debarrasser de ce que Turaev appelle les modules negligeables. 
Ces derniers sont des modules sur lesquelles la trace est identiquement nulle et apparaissent, par 
exemple, dans les travaux de Reshetikhin et Turaev (201. 



La categorie V(a) de Turaev est une elaboration des fameuses algebres de Temperley-Lieb 
[22] utilisant les idempotents de Jones- Wenzl [0, 25]. Le rapport entre les algebres de Temperley- 



Lieb et les invariants quantiques n'est pas nouveau. II apparait par exemple dans les travaux de 
||. [|, 11, 14, |l^, 16, 23]. T. Kerler [|D| a montre que la categorie des representations de U q (sl2) est 



determinee par son groupe de Grothendieck, a ce que Kazhdan et Wenzl [|12| appelent un "twisting" 
pres (c/. |l^] pour une extension du resultat de Kerler a une algebre de Lie semisimple generale). 
Comme consequence, la categorie de representations de U q {sl2) que nous considerons est equivalente 
a une version "tordue" de la categorie de Turaev. Dans cet article, nous obtenons un resultat plus 
fort qui se passe de "twisting" en construisant explicitement une equivalence de categories. L'enonce 
principal du texte est le theoreme |2,1| . 

Voici le plan de Particle. Au §0, apres un bref rappel sur les categories rubanees, nous resumons 
la theorie des representations de U q {sl2) aussi bien dans le cas generique que celui des racines de 
l'unite. Au §||, nous introduisons les diagrammes planaires, la categorie V(a) et nous enongons le 
theoreme principal. Nous construisons un foncteur T de V(a) vers la categorie des representations 
de U q (sl2) au §|3]. Le §|2] est consacre a une courte etude des morphismes de la categorie V(a) et 
a des rappels sur la formule de Clebsch-Gordan. La demonstration que T est une equivalence de 
categories est donnee au §|5| pour le cas generique et au §|6| pour le cas d'une racine de l'unite. 



1 Representations de U q (sl2) 

Nous rappelons les proprietes des representations de U q {sl2) dont nous aurons besoin par la 
suite. II est commode de les formuler en utilisant le langage des categories rubanees. Le contenu 
des §Q-|L| est tire de @, 0, |24 1 . 
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1.1 Categories monoi'dales 



Rappelons qu'une categorie monoi'dale est une categorie C munie d'un foncteur ® ■ C x C — * C 
et d'un objet I, appele objet unite, tels que 

(U ®V)®W = U ®(V ®W), (1.1) 

(f®g)®h = f®(g®h), (1.2) 

V®I = I = I®V, (1.3) 

/ ® id/ = / = id/ ®/, (1.4) 

pour tous les objets £/, V, PU et tous les morphismes /, g, h de C. 

Ce que nous venons de definir est usuellement appele une categorie monoidale stricte. Les 
categories de representations que nous considererons ne sont evidemment pas strictes et il con- 



viendrait de remplacer les egalites (1.1)-(1.4) par des isomorphismes naturels appropries. L'abus 



que nous commettons en ne le faisant pas n'est pas serieux et la methode pour passer d'une categorie 



mono'idale arbitraire a une categorie mono'idale stricte est bien connue, cf. [18|. 



Les categories mono'idales que nous considererons par la suite sont C-lineaires, oil C designe le 
corps des nombres complexes. Cela signifie que Homc(V, W) est un C-espace vectoriel pour tout 
couple d'objets (V, W) de C et que la composition et le produit tensoriel des morphismes sont 
bilineaires. 

Par la suite, nous appellerons categorie tensorielle toute categorie monoidale C-lineaire telle 
que l'espace vectoriel Endc(J) est de dimension 1. 

Soient (C,®,/) et (C',®,/') des categories tensorielles. Nous dirons qu'un foncteur Q : C — > C 
conserve les structures tensorielles si les conditions suivantes sont realisees : 

1. Pour tout couple (x,y) d'objets de C, l'application Q : Homc(x,y) — > Homc(G(x),G(y)) est 
C-lineaire. 

2. Q(x (8> y) = Q{x) ® G(y) pour tout couple (x, y) d'objets et de morphismes de C ; 

3. G{I) = I' et G realise un isomorphisme de Endc(I) sur Endc(I') ; 



1.2 Categories rubanees 

Soit C une categorie tensorielle, d'objet unite /. Un tressage est une famille d' isomorphismes 
naturels c = {cyy/ '■ V ® W — > W ® V) , ou V, W decrivent l'ensemble des objets de C, telle que 

cum,W = {cjjy ® idy)(id[7 ®cy,w) et cuy®w = (idy <&cu,w){cv,V ® i&w) 

pour tous les objets U, V, W de C. Nous dirons que C est munie d'une dualite si a tout objet V on a 
associe un objet V* , appele dual de V, et des morphismes by : / — ► V <8> V* et dy : V* ® V — > I 
dans C tels que 

(idy g) dy)(by ® idy) = idy et (dy ® idv*)(idy* ®6y) = idy* . (1.5) 

Enfin, une torsion dans C est une famille d'isomorphismes naturels 9 = {Oy : V — ► V), ou V decrit 
l'ensemble des objets de C, telle que 

Ov®w = cv,w c w,v\&v ® $w) 
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pour tous les objets V, W de C. 

Une categorie rubanee est une categorie tensorielle C munie d'un tressage c, d'une dualite (*, b, d) 
et d'une torsion 6 telle que 

(6>y <g> \dy*)b v = (idy ®0 v *)b v 

pour tout objet V de C. 

1.3 Morphismes negligeables 

Soit (C, <8>, I,c,*,6) une categorie rubanee, V un objet de C et / un endomorphisme de V. La 
trace quantique de / est Felement de Endc(/) defini par 

tr 9 (/) = dyCyy* (0y f® idy.) by. (1.6) 

La trace quantique jouit des proprietes suivantes : 

1. Pour tous les morphismes / : V — > W, g :W —>V , nous avons tr q (/o) = tr q (<?/). 

2. Pour tous les endomorphismes /, gf d'objets de C, nous avons tr q (/ g) = tr q (/) tr q (p). 

3. Pour tout endomorphisme /c de J, nous avons tr q (/c) = A;. 

Un morphisme f :V —>W dans C est dit negligeable si tr q (fg) = pour tout g G Homc(JV, V). 
Un objet V" de C est dit negligeable si son morphisme identite est negligeable, i.e. tr q (/) = 
pour tout endomorphisme / de V. II en resulte que, pour tout objet W de C, tout morphisme 
de Homc(U, W) ou Homc(H^, V) est negligeable si V est negligeable. La composition et le pro- 
duit tensoriel d'un morphisme negligeable avec n'importe quel autre morphisme est un morphisme 
negligeable. Nous en deduisons que le produit tensoriel d'un objet negligeable avec n'importe quel 
autre objet est un objet negligeable, cf. |^4]|, chap. XL 

Nous notons Negl c (U, W) le sous-espace vectoriel de Homc(V, W) des morphismes negligeables 
et posons homc(U, W) = Homc(U, W)/NegLj(V, W). Nous pouvons alors definir une categorie C 
ayant les memes objets que C et telle que Homg-(U, W) = homc(U, W) pour tout couple (V, W) d'ob- 
jets de C. Turaev (p^|, chap. XI) appelle cette categorie la categorie purifiee de C. Par construction, 
C est une categorie rubanee qui n'admet pas de morphismes negligeables non mils. 



1.4 Rappels sur U q (sl2) 

Pour plus de details, voir j|, |3|, |(| ^, ^0|, 24]. Soit q un nombre complexe different de ±1. 
L'algebre enveloppante quantifiee U q {sl2) est l'algebre engendree sur C par K, K" 1 , X et Y et les 
relations 

KR- 1 = K~ X K = 1, 
KXK- 1 = q 2 X, KYK- 1 = q- 2 Y, 

xy-yx = k - k :\ 
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L'algebre U q (sl2) est une algebre de Hopf dont la comultiplication A, la coiinite e et l'antipode S 
sont determinees par 

a(x) = i®x + x®k, A(y) = r 1 ®F + y®i, a(K) = k®k, 

S(X) = -XK-\ S{Y) = -KY, S{K) = K~ l 

e(X)=0, e{Y) = 0, e{K) = I. 



Nous supposerons que q est un nombre complexe generique (c'est a dire non racine de l'unite) 
ou bien une racine primitive 2r eme de l'unite, ou r est un entier, r > 3. On definit J = J(q) comme 
l'ensemble des entiers > si q est generique et comme l'ensemble fini {0, . . . , r — 2} si q est une 
racine primitive 2r eme de l'unite. Pour tout entier n £ J il existe un C/ g (s/2)-module simple V n de 
dimension n + 1, isomorphe a son dual. Lorsque q est generique, tout [/^(s^-module simple est 
isomorphe a un module V n , au produit tensoriel par un module de dimension 1 pres, cf. [17, 21]. 
Lorsque q est une racine primitive 2r eme de l'unite, tout module simple de dimension n < r est 
isomorphe a V n , au produit tensoriel par un module de dimension 1 pres. En outre, il n'y a pas de 
module simple de dimension n > r (cf. par exemple [^. ||] ) . 

Notons 1Z(q) la sous-categorie pleine des C/g(s?2)-niodules de dimension finie dont les objets sont 
les produits tensoriels des modules simples V n . Notre but est de decrire topologiquement la categorie 
rubanee TZ(q) associee a 1Z(q) par la procedure de purification decrite au §^]^. On notera que, si q 
est generique, alors 1Z(q) = TZ(q). En effet, lorsque q est generique, la categorie des C/g(s/2)-modules 
de dimension finie est semisimple. Par consequent, d'apres [pi[] , chap. XI, il n'y a pas de morphisme 
negligeable non nul entre C/„(s^2)- m °dules de dimension finie. 



2 Enonce du theoreme principal 



Le but de ce paragraphe est de definir la categorie V(o) de Turaev et d'enoncer le theoreme qui 
la relie aux categories 7Z(q) et lZ(q) introduites precedemment. 



2.1 Diagrammes 

Soient k et I deux entiers positifs. Un diagramme de type (k, £) consiste en un nombre fini d'arcs 
et de cercles immerges dans la bande M x [0, 1]. On suppose que l'immersion n'admet que des points 
doubles ordinaires et que les extremites des arcs sont k points distincts fixes sur la droite 1x0 
(les "entrees") et i points distincts fixes sur la droite Ex 1 (les "sorties"). A chaque croisement on 
distingue un brin passant dessus et un brin passant dessous. De plus, les diagrammes sont consideres 
a isotopie de R x [0; 1] fixant les bords pres et conservant les croisements et les passages superieurs 
et infer ieurs. 

Fixons un nombre complexe a non nul. On definit alors E^i comme l'espace vectoriel sur C 
engendre par les classes d'isotopie des diagrammes de type (k, I) modulo les relations suivantes : 

PU0 = -(a 2 + a- 2 )V, (2.1) 

y/ = a V +CL- 1 ^ . (2.2) 

Dans la premiere relation, DU Q est la classe d'isotopie de l'union disjointe du diagramme T> et 
d'un cercle. La deuxieme relation lie trois diagrammes qui sont egaux sauf dans un disque du plan 
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ou ils sont comme indique. Cette relation s'appelle la relation de Kauffman. II est connu (cf. [|i"Tf ) 
que l'espace Ek s e a pour base l'ensemble des classes d'isotopie des diagrammes simples, c'est-a-dire 
ceux qui ne contiennent ni croisements, ni cercles. 



2.2 La categorie de Temper ley-Lieb 

Nous sommes maintenant en mesure de definir la categorie de Temperley-Lieb S(a). Ses objets 
sont les entiers naturels. Un morphisme k — > £ est un element de Ey.^. Lorsque T>\ et T>2 sont des 
diagrammes de type respectif (£, m) et (k, £), la composition T>\ oD 2 est le diagramme de type (k, m) 
obtenu en posant T>\ au-dessus de T>2 et en collant chaque sortie de T>2 a l'entree correspondante de 
T>\. Cette operation s'etend par linearite a tous les morphismes. Le morphisme identite de l'objet 
k est la classe d'isotopie du diagramme simple a k brins verticaux. 

On munit S(a) d'une structure de categorie mono'idale de la maniere suivante. Le produit 
tensoriel de deux objets k, £ est leur somme : k £ED £ = k + £. L'objet unite est 0. Le produit tensoriel 
de deux diagrammes T>\ ® T>2 est donne par la juxtaposition de ces deux diagrammes, T>\ etant 
place a gauche de T>2- Cette operation est etendue a tous les morphismes par linearite. La categorie 
S(a) est tensorielle car £"0,0 est isomorphe a C. Elle est munie d'une structure rubanee pour laquelle 
tout objet est autodual : k* = k, et les morphismes de structures c n)m , 6 n , b n et d n sont definis par 
les diagrammes de la figure |[ 




2.3 Les idempotents de Jones- Wenzl 



II est bien connu (cf. pi, XII.3 et XII.4, E 



Eh = Eh,k est engendree par les k — 1 elements e\ , 



que, pour k > 1, l'algebre de Temperley-Lieb 
. , efc_i ou &i est le diagramme simple defini par 
la figure 0. Pour chaque k strictement inferieur a l'ordre de a 4 , l'algebre E^ contient un idempotent 
central particulier, appele l'idempotent de Jones- Wenzl : il est defini comme l'unique element fj~ € 
Ek tel que fk — lfc soit un polynome non commutatif sans terme constant en e\, . . . , ek-i et tel que 
fk^i = e.ifk = pour tout i = 1, . . . , k — 1. 



.ex 



i i + 1 
Figure 2. 
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2.4 La categorie de Turaev 



Nous supposons que le nombre complexe a est generique ou qu'il est une racine 4r eme de l'unite 
ou r > 3. L'ensemble J = J(a) est defini comme l'ensemble des entiers > 1 si a est generique et 
comme l'ensemble fini {1, 2, . . . , r — 2} si a est une racine 4r eme de l'unite. 

Dans ]24{| , chap. XII, Turaev a construit une categorie V(a) dont les objets sont les suites 
finies s = (n\, . . . ,n m ) d'elements de J, y compris la suite vide 0. Pour une telle suite, on pose 
|s| = n\ + • • • + n m et 

fs = fn 1 ®"'®fn m €E ]a] . (2.3) 

On convient que /j = 1 S Eq. Les morphismes de V(a) sont des morphismes particuliers de 5(a). 
Soient s et s' des objets de V(a). Pour tout morphisme g G K s m s /|, on pose 

?=/ s '5/ s G^H,| s '|- (2.4) 

On obtient ainsi un endomorphisme idempotent g *—>■ g : Eu\\ s /\ — » R s m s /i. Nous definissons alors 
Homy( a )(s, s') comme l'image de cet endomorphisme : 

Hom V(a)(s^') = #| s |,| s '| = {?, e ^| S |,| S '|}- (2.5) 

La composition des morphismes dans V(a) est induite par celle dans S(a). 



La categorie V(a) est une categorie rubanee au sens du §L2, Le produit tensoriel de deux objets 
s, s' est la concatenation ss' des suites. L'objet unite est la suite vide. Le produit tensoriel des 
morphismes est induit par celui des morphismes de S(a). Si s et s' sont des objets de V(a), le 
tressage c S)S / : s <8> s' — > s' (8) s est donne par 

C S)S ' = C\s\,\s>\ = (fa' ® /s)c| s |,| s '|(/ s / s '). (2.6) 

Le dual s* d'un objet s = (n\, . . . , n m ) est 

s* = (n m ,...,ni). (2.7) 
Les morphismes b s : C — » s (g> s*, d s : s* ® s — > C et la torsion # s : s — > s sont definis par 

&« = &|,| = (/*»/*• (2-8) 
d s = d ls{ = d\ sl (f s * ®f s ), (2.9) 
Os = 0\ s \ = f a 9\s\U (2-10) 

Nous noterons V(a) la categorie rubanee obtenue a partir de V(a) en annulant les morphismes 
negligeables comme au § |1.3| . Nous enongons maintenant le resultat principal de Particle. C'est une 
reponse au probleme 24 souleve par Turaev dans P4I , p. 572. 

Theoreme 2.1 5"ozt a un nombre complexe et q = a 2 . Alors 

1. si a et q sont generiques, il existe un equivalence de categories J- : V(a) — » 1Z(q) ; 

2. si a est une racine primitive 4r eme de l'unite avec r > 3 et q une racine primitive 2r eme de 
l'unite, il existe une equivalence de categories T : V(a) — > TZ(q). 

Les foncteurs T et T realisant V equivalence conserve les structures rubanees. 
La premiere partie du theoreme sera demontree au §||, la seconde au §|6[ 
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3 Construction d'un foncteur V(a) — ► lZ(q) 



Nous Axons pour toute la suite deux nombres complexes a et q tels que q = a 2 . Nous supposons 
en outre que a est soit generique, soit une racine primitive 4r eme de l'unite avec r > 3. En reprenant 



les notations des § [LJ et §^J, nous avons J = J U {0}. Nous noterons U q -Mod la categorie des 
^(s^-modules de dimension finie. 

Nous commengons par rappeler quelques proprietes du module fondamental V\ de dimension 2, 
que nous noterons V. 

3.1 Le module fondamental de U q (sl2) 

Le module fondamental admet une base (vo,v\) telle que 

Kv = qv , Xv = 0, Yv = v 1 , 
Kv\ = q~ l v\, Xv\ = vo, Yv\ = 0. 

Soit (v°, v 1 ) la base duale de (vq, v{). Nous faisons le choix d'une racine carree q 1 ^ 2 de q. Le tressage 
cyy € End7^( g )(y (g> V) est donne dans la base (vq,vi) par 

cv,v{vq® vq) = q 1 ^ 2 Vq® Vq, Cyy(v ® Vi) = q^ 1 ^ 2 Vi ® Vq, (3.1) 

cv,v(vi ® ui) = g 1 ^ 2 i>i <8> «i, cyy(v\ ® vq) = q~ 1 / 2 vq ® v\ + q~ x ^ 2 {q - vi <8> i>o- (3.2) 
Les morphismes 6y : C — > V ® V* et dy : V* ® V — > C sont donnes par 

6y(l) = Vq <g> 77° + Ui ® et dv-(v* <g) Vj) = Sij, (3.3) 

Enfin la torsion 9y : V — > V est donnee par 

d v = q 3 ' 2 idy . (3.4) 



Au § |3.2| , nous construisons un foncteur T : S(a) — * U q -Mod conservant les structures rubanees. 
La categorie S(a) etant auto-duale, alors que la categorie U q -Mod ne l'est pas (mais tout module est 
isomorphe a son dual), nous devons faire le choix d'un isomorphisme entre le module fondamental 
V et son dual. On definit le morphisme de [/^(s^-modules a : V — > V* par 



a 



(vq) = v 1 et a(yi) = -q~ l v Q . (3.5) 



II est aise de voir que a est un isomorphisme. Posons egalement d = dy(a ® idy) : V <S> V — > C et 
b = (idy gtoT^bv : C V <8> V, qui verifient 



6(1) = <g> fo — guo ® Vl, d(vQ <g> Vq) = d(vi ® V\) = 0, 
d(vo <S> v±) = 1, d(-ui (2) «o) = — g -1 . 



(3.6) 



Des calculs elementaires montrent alors que 



db=-(q + q- 1 ), (3.7) 
c vy = q 1 / 2 idym +q~ 1/2 bd. (3.8) 
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3.2 Un foncteur T : S(a) — > U q -Mod 

Nous voulons definir un foncteur T : V(a) — > TZ(q), conservant les structures tensorielles 
et les structures rubanees. Pour cela, nous rappelons la construction bien connue d'un foncteur 
T : S(a) — > U q -Mod (prop. |3.l[) , conservant les structures tensorielles, ainsi que les structures 
rubanees. 

Proposition 3.1 // existe un unique foncteur T : S{a) — > U q -Mod conservant les structures 
tensorielles tel que 

H1) = V, ?(U) = b et F(n) = d. 
En outre, pour tout couple (n,m) d'objets de S(a), on a 

T(b n ) = (id^ (n) ®(a- r f n ) b Hn) et F{d n ) = d r{n) (a®" ® id^ (n) ) , 

H0n) = e Hn) . 



Demonstration. La construction d'un foncteur sur S{a) conservant les structures tensorielles est 
bien connue. Nous la rappelons brievement. On definit J- sur les objets par J-(ri) = V® n . D'apres le 



§2.1, pour definir T sur les morphismes, il suffit de connaitre sa valeur sur les diagrammes simples. 
La valeur de F(\J) et T(C\) etant donnee, (necessairement ^"(1) = idv car T est un foncteur), 
l'image par T de tout diagramme simple est definie par compositions et produits tensoriels. Par 
construction, T conserve les structures tensorielles. II reste a verifier ( |2.1| ), ce qui est immediat par 
(3.7) lorsque q = a 2 . 



Verifions alors les quatre egalites annoncees. Celles concernant T{b n ) et T{d n ) sont immediates. 
Montrons que T{c n ^m) = CT{n),T{m)^ relation qu'il suffit de verifier pour n = m = 1 grace aux 
proprietes des tressages. Puisque dans S(a) le morphisme c^i est donne par (l2.2|) , il suffit de 
verifier que dans 7t(q), on a cy,v = a idy®2 +a _1 bd, ce qui resulte de ( |3.8|) lorsque q = a 2 . La 
derniere relation se montre de la meme maniere. ■ 



3.3 Le foncteur T : V(a) — > K{q) 

A partir du foncteur T : S(a) — > U q -Mod nous definissons un foncteur T : V(a) — > U q -Mod 
comme suit : 

1. F(s) = T(f s )V®\ s \ pour tout objet s de V(a) ; 

2. T(cf) = TQj) pour tout morphisme g de V(a). 
II est clair que T conserve les structures tensorielles. 

Proposition 3.2 Le foncteur T est d valeurs dans 1Z{q). Comme foncteur V(a) — > H(q), il est 
essentiellement surjectif. 

Demonstration. Puisque J- conserve les structures tensorielles, il suffit de montrer que si n € J, 
alors JF(n) = V n . Soit p n G End^q-j (V® n ) l'idempotent determine par 




w si w est de plus haut poids n, 
si w est de plus haut poids p < n. 
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Done p n {V® n ) ^ V n . D'apres @,ona T{f n ) = p n . Par consequent, T(n) = p n (V® n ) ^ V n . m 

Pour montrer que T induit un foncteur J- : V(a) — > TZ(q) sur les categories purifiees, nous avons 
besoin du lemme suivant. 

Lemme 3.3 Pour tout couple d'objets (s,s') de V(a), on a 



id- 



J"(6» s ) = 6»^ (s) . 
Pour totii morphisme g de V(a), nous avons 

tv q (T(g)) = T(ti q (g)). 

Demonstration. Nous laissons le soin au lecteur de verifier les quatres premiere relations qui 



decoulent de la proposition 3A. Nous verifions la cinquieme. Soit s un objet de V(o), g G End < 5( (1 )(|s|) 



et g l'element correspondant de Endy( a )(s). Par definition de la trace quantique, on a 

tr q (<7) = d s c s , s (6 s g <g> id s )b s . 

Par consequent, 

£(tr q (£)) = F(d s )F(c SjS )(F(e s )F(g) ® F(id s ))F(b s ) 

= («® W ® % W ) C ^ W ^ W (^ W ^@) ® id^ (s) )(id^ (s) ®(a- 1 )®l»l)6^ w 
= ^( S )(« 0|S| ® id ^)) c ^)^(s)( id ^) ®(a-Y lsl )(0f {s) H9) ® id^ w )6^ (8) 

= tr q (^(?)). 

L'avant derniere egalite provient de la naturalite du tressage. ■ 
Corollaire 3.4 Le foncteur T induit un foncteur fidele T : V(o) — » 7Z(q). 

Demonstration. L'existence du foncteur induit est une consequence immediate de la derniere 
egalite du lemme precedent. 

Demontrons la fidelite de T : V(a) — > 1Z(q). Soit h : s — > s' un morphisme de V(a) dont l'image 
dans V(a) est notee /i. Si T(h) = dans 7Z(q), alors ^(/i) est negligeable dans TZ(q). En particulier, 
pour tout morphisme g : s' — > s de V(a), on a tr q (J r (h)f'(g)) = 0. Le lemme implique que 
J r (tr q (/i(7)) = 0. Comme l'application 

jF:End v(o) (0) End n[q) (V Q ) 

applique le diagramme vide sur l'identite de Vq, e'est un isomorphisme. On en deduit que tr q(hg) = 
ce qui prouve que h est negligeable dans V(o), done que h = 0. ■ 
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4 Preliminaires techniques 



Au §4J nous exhibons une base simple pour chaque espace de morphismes dans la categorie 
V(o) du §2.4. Au §4.2, nous donnons quelques rappels sur la formule de Clebsch-Gordan pour 
U q (sl 2 ). 



4.1 Les morphismes de V(a) 

Etant donne deux objets s = (ni, . . . , n m ) et s' = (n' l5 . . . , nf ,) de V(a), on dit qu'un diagramme 
simple V est du bon type (s,s') s'il est du type (|s|, \s'\) et si 

V = f s ,Vf s + 0. 



Lemme 4.1 Les elements T>, ou T> est du bon type (s,s'), forment une base de Homy(„)(s,/). 

Demonstration. Ce lemme decoule des egalites f n e{ = eif n = pour tout i = 1, . . . ,n — 1. En 
effet, pour tout k > 1, il existe un diagramme tel que /fc = lfc + Pfc et fkPk = Pkfk = 0. Nous 
en deduisons que 

j j' 

ou les Qj (resp. les Q'-,) sont des diagrammes verifiant f s Qj = Qjfs = (resp. f s 'Q'ji = Q'jifs' = 0). 
Par consequent, 

i 

oil Aj G C et ou tous les T>i sont des diagrammes simples du type \s'\) tels que fs'Difs' = 0, 
done tous distincts de V si T> ^ 0. ■ 

Remarque : Un diagramme est done du bon type si on ne peut pas factoriser l( niH t" n fe-i) 
ej (g) l( n fc+i+-- + nm ) en entree ou i( n i + "' +n fc'-i) <g) ei (g> i( n fc'+i + ' +n m') en SO rtie. La figure | donne un 
exemple d'un diagramme du bon type (s, s'), oil s = (3, 3, 3, 4) et s' = (2, 2). 




n-j 




m- j 




3 





Figure 3. 



Figure 4. 



Pour terminer ce paragraphe, nous definissons des diagrammes du bon type particuliers. Soit j 
un entier verifiant < j < inf(n, m). On definit T> n ^ m j £ E n+rn ^ n+m _2j comme la classe d'isotopie 
du diagramme simple de la figure |] oil, par convention, un entier p coloriant un arc signifie p arcs 
par alleles. 
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4.2 Clebsch-Gordan 

Le produit tensoriel des deux modules V n et V m (n, m € J) verifie la formule de Clebsch-Gordan 

n+m 



' n yy v m 



V k (4.1) 



fc— \n — m\ 
fc=n+m mod 2 



sira + mG J. Si n + m J (ce qui n'arrive que si q est une racine primitive 2r eme de l'unite et 
n + to > r — 2), alors 



2r— 4— n— m 



v n ®v m = 14 0Z (4.2) 



k= I n — m| 
fc = n+m mod 2 



ou Z est un module negligeable. Une telle decomposition etant unique a isomorphisme pres, nous 
parlerons des parties semisimple et negligeable de V n <8> V m . (cf. (l|, ^, p0|). 



En iterant (4.1), on obtient, pour tout entier n € J, une decomposition de la forme 

F® n ^K®0^- (4.3) 



Nous rappelons egalement la forme generale des vecteurs de plus haut poids d'un produit ten- 
soriel W ®W de deux modules. Soient w G W un vecteur de plus haut poids n, w' € W un vecteur 
de plus haut poids m et p un entier > 0. Posons 

v(w,w',p) = VV-iy r , [ ^ ZZ+jli!^ - ^ ! -i(m-2 P +i+i) (yPu;) ( yP-^/) (4 .4) 

ou [A;]! = [A] [Ar — 1] • • • [1] si A; est un entier > 1 et [0]! = 1 par convention. Nous avons alors les 
resultats qui suivent (cf. p. 157). 

1. Lorsque q est generique, un vecteur de W ® W est de plus haut poids k si et seulement s'il 
est egal a un vecteur v(w, w' ,p), avec < p < inf(n, to) et n + m — 2p = k. 

2. Lorsque q est une racine primitive 2r eme de l'unite, supposons, en outre, que W et W' se 
decomposent en sommes directes d'une partie semisimple et negligeable, i.e. 

oil Z et Z' sont des modules negligeables et P et P' sont sommes directes de modules V n , n G 
J. Dans ce cas, un vecteur de la partie semisimple de W ® W' est de plus haut poids A; si et 
seulement s'il est egal a un vecteur v(uu,w' ,p), avec < p < inf(n, to), n + m — 2p = k et 
k < inf (n + to, 2r — 4 — n — to). 



5 Pleine fidelite : cas generique 



Nous fixons un nombre complexe a generique et posons q = a 2 . Pour demontrer le premier 



point du theoreme |2.1| , il suffit, au vu de la proposition [3^, d'etablir la pleine fidelite du foncteur 
T : V(a) — > TZ(q) defini au 3.3. II s'agit de montrer le theoreme suivant. 
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Theoreme 5.1 Pour tout couple (s,t) d'objets de V{a), I 'application 

f : Hom v(a) (s,t) — ► Rom n ^ q) {T{s), T{t)) 

est un isomorphisme. 



Nous demontrerons ce theoreme par recurrence sur la longueur de t. Les propositions 5.4 et 5.9 
concernent le cas oil t est de longueur 1 et le §5^3 traite le cas general. 

Remarquons que le theoreme est vrai lorsque s et t sont de longueur ou 1. En effet, les 
considerations du §^7|| impliquent que, dans ce cas, 

C id s si s = t, 



Hom v(a) (s,i) 



sinon. 



D'apres le lemme de Schur, il en est de meme de Hom^g^^s), ^(t)). 

Dans toute la suite de Particle, nous conviendrons que la suite (0) represente la suite vide de 
V(a), ce qui permet de la traiter comme un objet de longueur 1. 



5.1 Cas de T : Hom V(a )((?2, m), (k)) — > Yiom. n ^{T{(n, m)),J r (k)) 

On fixe deux entiers n et m > et un entier k > 0. Si j > est un entier , on note idj le 
morphisme identite de V® J . Le but du §5.1 est de demontrer le theoreme [O] pour s = (n,m) et 
t = (k). 

Lemme 5.2 Si < k < \n — m\, ou bien n + m < k, ou bien k ^ n + m mod 2, alors 
Hom v(a )((ri,m), (k)) = et Hom K((J )(f(n, m), F(k)) = 0. 

Sinon, 

Hom V ( a )((ra, m), (k)) =CV 
(ou j est Vunique entier verifiant < j < inf(n, m) et n + m — 2j = k) et 

dim c (Hom K(5 )(f(n,m),f(fc)) 



Demonstration. Le calcul de la dimension de Hom^ q -j(T(n, m), T{k)) provient de la formule 
(|4.l|) et du lemme de Schur. La determination de Homy( fl )((n, m), (k)) est immediate des que Ton a 
remarque que s'il existe un diagramme du bon type ((n, m), (k)), alors e'est le diagramme Dn.mj; 
ou j verifie les conditions de Penonce. ■ 

Nous avons maintenant besoin de la formule ( [4.4[) et des notations qui y sont rattachees. Pour 
tout entier j tel que < j < inf(n, m), definissons 

v^ m = v(vT^ m J)^Hn,m) (5.1) 

et 

h m =a~^ ^Zl+lk , (5.2) 

[n] q 

D'apres les rappels subordonnes a (^^), les vecteurs Vnjn sont des vecteurs de plus haut poids 
n + m — 2j, et pour tout vecteur v de plus haut poids I de T(n,m), il existe un (unique) j avec 
< j < inf(n, m), tel que v soit proportionnel a Vn)m- 
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Lemme 5.3 Pour n > 1, m > 1 et < j < inf(n,m) ; I'application g = id n _i ®d <S> id m _i : 
J-(n, m) — > J-{n — 1, m — 1) verifie 

9( v n)rn) = &n,m,j V n-l,m-l 

ou, par convention, v^J^ m _ 1 = 0. 

Demonstration. Rappelons que I'application d : V <8> V — > C est definie par (|3,6|). On remarque 

que g(vn)m) € .F(n — 1, m — 1) et est de plus haut poids ra + m — 2j = (n — 1) + (m — 1) — 2(j — 1). 

On peut alors utiliser la remarque precedant l'enonce : on a g(vn,ln) = 7 u n-lm-l> °^ 7 es ^ un 
certain nombre complexe. Pour calculer 7, il suffit par exemple de comparer les coefficients devant 

v^ n ~^ (g> y- 3 ~ 1 f® ( - m_1 - ) dans g(vn,L) et v%Zx m -v Comme 



^ [#-s]ql 



(cf. par exemple ||), nous avons 

g (y^ n ® y^ ® m ) = «]<^<f ® y^- 1 ^^"^ - SjoliU^-^Y^v®^ ® y^ o 0(m - 1} ; 

ou (5^^ est le symbole de Kronecker. Posons alors 

n,m _ / -.y [ m ~ j + ^]g![ n ~ jjg- j( m _2-/+j+i) 

Nous avons done 

^gj = (<5b"U - o.;"'/ ^ (n_1) ® i*- 1 ^" 1 " 1 ' + v, 

ou v est une combinaison lineaire de Y i v ^ <8> yi- 1_l -y^ m 1 ' avec i 7^ 0. Or 



ri.rn 



C, 



n,m -j-n+1 _ [ m ~ .?V M<? ! big , [ m ~ J + l ]g^\ n ~ l V_ m+2 j-2-n-j+l 



L7J? c 7,i 1 ~ r„-i ir™ ,1 iui 1 + 



[i] g ![m-i] g ![n] ? ! [j - l],![m - i] g ![n] g ! 



Ng + [m - j + l]^-™-^- 1 _ , n _ lim _x 



[?-l],![n], -™^-i,o > 

ce qui acheve la demonstration du lemme. ■ 

Proposition 5.4 L 'application T : Homy( a j((n,ra),(fc)) — ► Honing) (.F((n, m), (k))) est un iso- 
morphisme. 



Demonstration. Au vu du lemme 5.2, il nous reste a traiter le cas 



\n — m\ <k <n + m et k = n + m mod 2, 

i.e. le cas ou il existe un entier j tel que < j < inf(n, m) et n + m — 2j = k. D'apres ce meme 
lemme, les deux espaces sont de dimension 1 ; done il suffit de montrer que T(J} n ,m,j) 7^ 0. Comme 

<Sid <g> id m _j) • • • (id n _i <S>d ® id m _i) 
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et ^F(T> nm> o) = id n+m , on obtient, en appliquant le lemme 5.3, 



n, m,j)( v n)n) — bn,m,j ' ' ' b n -j+l,rn-j+l,l v\J_^ m _y 



,(°) 

i,m,j ' ' ' u n— j-\-l,m— 1 

Or, pour V n ,m,j = fk ^n,m,j(fn ® /m), on a 



)(/n <8> /m), 
(/»®/m)(«$J=«gL 

fk{vf k ) = v®\ 



; (0) 

car t;^m G T(n,m) et d®* 1 € T(k). Comme tous les &n,mj sont non nuls, J : {'D ntm j)(vn}n) ^ 0. ■ 

5.2 Cas de T : Hom V ( a )(s, (A;)) — ► Homft( 9 )(.F(s), 

Nous allons maintenant etablir la pleine fidelite dans le cas ou s est une suite de longueur 
quelconque. Fixons un entier tyi ^ 3 et des entiers strictement positifs Ti\^ . . . ^fi m . Nous notons s 
la suite (nj, . . . , n m ) et s' la suite tronquee (m, . . . , Nous fixons egalement un entier positif 

k. Nous appellerons espace de plus haut poids j d'un module W le sous-espace vectoriel engendre 
par les vecteurs de W de plus haut poids j. 

Soit {61, . . . , &tv} Pensemble des entiers tel que pour tout j = 1,...,N, la dimension pj de 
I'espace de plus haut poids bj de iF(s') soit strictement positive et tel qu'il existe un entier lj 
verifiant < lj < inf(6j, n m ) et bj + n m — 21 j = k. (Les notations ne signifient pas que cet ensemble 
est non vide). Les deux lemmes suivants justifient la donnee de cet ensemble. 

Lemme 5.5 Supposons qu'il existe un vecteur de plus haut poids k dans ^F(s). Alors V ensemble 
{61, . . . , &jv} est non vide. 

Demonstration. Soit v un vecteur de plus haut poids k dans J-(s). Nous avons 

F[a) ^F(s')®F{n m ). 



V n-j,m-j V ' 



D'apres la formule (|Lj), il existe un vecteur w de plus haut poids b et un entier £ tel que v = 
v(w,v^ nm ,£), avec < £ < inf(6,n m ) et b + n m - 2£ = k. m 

Pour tout j = 1, . . . , N, soit w{, . . . , vP Pj une base de I'espace de plus haut poids bj de F{s'). 

Lemme 5.6 Supposons qu'il existe un vecteur de plus haut poids k dans J~(s). Alors la famille 
(vp) = v(wp, v® nm ,£j), j = 1, . . . , N et p = 1, . . . ,Pj, forme une base de I'espace de plus haut poids 
k de F(s). 

Demonstration. Remarquons tout d'abord que ces vecteurs sont bien dans J-(s) = J~(s')<S>J-(n r „) 
puisque wp G iF(s') et u® nm € T(n m ). Avec les notations rattachees a la formule Q4.4Q , posons 
W = F(s') et W' = f(n m ). Puisque < j < hif(bj,n m ) et k = bj + n m — 2£j, les vecteurs Vp 
sont des vecteurs de plus haut poids k de F(s). lis sont lineairement independants car les vecteurs 
(Y l Wp) (oh i = 1, . . . ,£j, p = 1, . . . ,pj et j = 1, . . . , N) le sont par construction. 
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Soit alors v € F(s) un vecteur de plus haut poids k. Puisque W = V nm , tous ses vecteurs 
de plus haut poids sont proportionnels a v® 11 ™ 1 et de poids n m , et done, d'apres la formule (|4.4D , 
il existe w € W de plus haut poids b tel que v = v(w, v®™" 1 , £) et tel que < i < inf(6, n m ) et 
k = b + n m + I. Done b = bj et I = £j pour un certain j ; done w = Y^p=i \ w pi e ^-"> e * 
v = Y%=i ^p v i>i ce Q u i prouve que les vecteurs vp forment une base de I'espace de plus haut poids 
k de T(s). m 

Pour tout j = 1, . . . } N, on note j,p} p =i i ... )P '. Pensemble des diagrammes du bon type (s', (bj)). 
On pose 



T>j tP = T) b . jnmjl . (V jiP ® 1„J, (5.3) 
iV, p = 1, . . . ou V h n i est defini par la figure |. 



Proposition 5.7 5oi^ > 0. Alors Vensemble des diagrammes T>j yP , j = 1,...N, p = l,...,p'j 
forme une base de Homy( a )(s, (k))- 



Demonstration. Nous allons montrer que les diagrammes D., iP sont distincts et du bon type 
(s, (k)) et que tout diagramme du bon type (s, (k)) est egal a un diagramme T>j iP . On conclura par 



le lemme 4.1 



Soit T> un diagramme du bon type (s, (k)). Nous allons le transformer de la maniere suivante : 
on remonte tous les brins s'attachant au bloc rim 

des entrees (et uniquement ceux-ci) , puis on divise 
T> en deux diagrammes T> = T>\ o T>2, qui sont uniquement determines par T>. La figure [| donne 
l'idee de la construction. 




Celle-ci implique tout d'abord que T>2 = V ® l„ m . Le diagramme V est du bon type (s', (b)) 
ou b > est un entier non encore determine. En effet, les entrees de T>' sont celles de T>. En ce qui 
concerne les sorties, il faut montrer qu'il n'y a pas d'arc les reliant. Or les brins s'attachant aux 
sorties de T>' proviennent soit d'un brin reliant une entree et une sortie de V, soit d'un arc reliant 
une entree de V a une entree du bloc n m , arc que Ton a remonte par la construction precedente. 
Dans les deux cas, ces brins ne peuvent relier deux sorties de V. De la meme maniere, on montre 
que T>\ est du bon type ((b, n m ), (k)). D'apres le lemme |5.2| , on sait alors que V\ = X\ nmi £ ou I est 
un entier verifiant b + n m — 2£ = k et < £ < inf(6, n m ). Par definition des bj, il existe j tel que 
b = bj et £ = £j. 

II reste a prouver que T>j tP et T)j/ jP i sont distincts des que j ^ j' oup/ p'. Notons t (resp. t') le 
nombre de brins du bloc d'entrees n m de T^j, P (resp. Dji tP >) reliant des sorties. Alors t = n m — j et 
t' = n m — j' ; done si j ^ j', alors T>j, p ^ T^j'y- Si j = j', alors p ^ p' et done T>j tP ^ T>j <p i ■, ce qui 
prouve la proposition. ■ 
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Nous allons maintenant demontrer deux propositions qui prouvent le theoreme [5~l| dans le 
cas oil t est de longueur 1. Rappelons pour cela que tout morphisme de Hom^^^s), F{k)) est 
uniquement determine par ses valeurs sur les vecteurs de plus haut poids de ^(s), et qu'il envoie 
tout vecteur de plus haut poids k! / k sur 0. En particulier, la dimension de Hom K ^)(^'(s), 7(fc)) 
est egale a la dimension de l'espace de plus haut poids k de ^(s). 

Proposition 5.8 Pour tout entier k > 0, on a 

dim (Hom v(a) (s, (k))) = dim (Hom n ( q ){F(s),F(k)f) . 



Demonstration. D'apres la remarque precedente et le lemme |4JJ, il sumt de demontrer que le 
nombre de diagramme du bon type (s, (k)) est egal a la dimension de l'espace de plus haut poids 
k de J-(s). Nous allons demontrer ceci par recurrence sur la longueur m de s. Le cas m = 2 est 
l'objet du lemme |5.2| . Supposons alors que pour tout m<m, tout entier k > et tout objet s de 
longueur rh, le nombre de diagramme du bon type (s, (k)) est egal a la dimension de l'espace de 
plus haut poids k de T(s). 

Montrons d'abord que l'existence d'un diagramme T> du bon type (s, (k)) implique l'existence 



d'un vecteur de plus haut poids k dans T(s). Nous savons d'apres la proposition |0] que T> = T>j tP 
pour un unique couple (j,p), et done il existe un diagramme Vj jP du bon type (s', (bj)). Puisque 
s' est de longueur m — 1, nous savons qu'il existe un vecteur w G F(s') de plus haut poids bj par 



hypothese de recurrence. Alors le vecteur v(w,VQ nm ,£j) est de plus haut poids bj + n m — 2£j = k 



d'apres (fOJ). 

Reciproquement, si J-(s) admet un vecteur v de plus haut poids k, il existe, d'apres la formule 
Q4.4D, un vecteur w € F(s r ) de plus haut poids b et un entier £ tel que b + n m — 2£ = k, tels que 
v = v(w,VQ Hrn ,£). Par hypothese de recurrence, il existe un diagramme V du bon type (s',(b)). 
Puisque le diagramme T>^ nm ^ est bien defini (car b + n m — 2£ = k),le diagramme T>^ nm ^(T>' <8> l« m ) 
egalement et est du bon type (s, (k)). 

Nous venons de montrer qu'il n'y a pas de diagramme du bon type (s, (k)) si et seulement si la 
dimension de l'espace de plus haut poids k de J-(s) est nulle. Supposons maintenant cette dimension 
> 0. Reprenons les notations que nous avons utilisees pour definir les diagrammes T>j tP . D'apres la 



proposition 5.7 le nombre de diagrammes du bon type (s, (k)) est p[ + • • • + p' q . D'apres le lemme 

5.6 , la dimension de l'espace de plus haut poids k de ^(s) est p± + • • • + p q . Or, par hypothese de 
recurrence, nous avons p'j = pj, 1 < j < q puisque pj est la dimension de l'espace de plus haut 

poids bj de F(s'), ce qui prouve le lemme. ■ 



Le theoreme [5j] est done demontre lorsque t est de longueur 1 et si F{s) ne contient pas de 
vecteur de plus haut poids k. Nous supposerons done jusqu'a la fin du §|| que T{s) contient un 
vecteur de plus haut poids k. 

Proposition 5.9 L 'application T : Homy( a )(s, (k)) — > Hom-^(g)(jF(s), J-(k)) est un isomorphisms 
Demonstration. Notons g la dimension commune de Homy( )(s, (k)) et Hom^^^s), J-(k)). 



D'apres la remarque precedant la proposition!^, il sumt de prouver qu'il existe une base v±, . . . , v g 
de l'espace de plus haut poids k de F(s) telle que, si T>i, . . . ,T> g sont les diagrammes du bon type 
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(s, (k)), il existe des nombres complexes oc\, . . . , a g , tous non nuls tels que 

F(V 1 )(v 1 ) = a 1 v® k , (5.4) 

T(V p )(v pl ) = si I <p'<p<g, (5.5) 

F{V p )(v p ) = a p vf sip< 5 , (5.6) 

oil VQ k £ y®> k . Nous demontrons ceci par recurrence sur la longueur m de s. he cas m = 2 est 



l'objet du § |5.1| ou nous avons montre que q = 1, pi = 1, g = 1 et que 

J~(JDn,m,j ) (^rfjm) — ^n,m,j ' ' ' b n — j+l.m- ■ 

Supposons m > 3. Pour tout j = l,...iV, nous choisissons une base 1 < p < pj, de 
l'espace de plus haut poids bj de J-'(s') telle que, pour tout j = 1, . . . , N, il existe, par hypothese 
de recurrence, des nombres complexes o^p tous non nuls (1 < p < pj) tels que 

F(V j , 1 )(w{)=aj, 1 vf>, (5.7) 
H^j, P )(K) = si 1 < p' < p < Pj , (5.8) 



F{ v j,p){u4>) = a i,p v T 3 1 sip< pj. (5.9) 



p 

u p 

Fixons alors un j et soient p et p' des entiers tel que 1 < p,p' < p.,-. On a 



i=0 



ou la deuxieme egalite provient de la formule fl4.4j ) et de la definition du vecteur v 3 . (cf. lemme |5.6[ ). 
Si p' < p, la formule Q5.8| ) implique que F(T>i,p){v p t) =0. Si p = p', on a, d'apres flO]) et (|5T9|) , 



i=0 



qui est done un vecteur de plus haut poids k de .F(s). Or, d'apres le §5^1 et le lemme il existe 
jj ^ tel que 

On en deduit que 

JO si p' < p, 



<8>fc • i 

a 3,pli v o S1 P = P- 



De plus, on peut toujours supposer b\ > • • • > b^. Par consequent, J r (Vj iP )(w pl ) = 0, pour tous 
j' < j, 1 < p < pj et 1 < p' < Pji. En effet, rappelons tout d'abord que wi, 6 (1 < j 1 < 

Af, 1 < p' < pj/) et que Dj >p £ (1 < J < ^ 1 < P < Pj)- Done J 7 (Vj tP )(w : L) a bien un 

sens. Ensuite, remarquons que w p , est de plus haut poids bj> > bj. Done J r (Vj jP )(w :> p ,) € V® bj Test 



18 



egalement. Mais rappelons (cf. (|4.3|) ) que tous les vecteurs de plus haut poids de V® * ont un poids 
inferieur a bj, ce qui prouve que J r (Vj tP )(w ,) = 0. 

En renumerotant alors les vecteurs {vp} p=1> ... p . et les diagrammes {T> j p} v= \,... p . selon l'ordre 

j=l,...,N j=l,...,N 
11 12 2 3 J N N 

Vi, v 2 ,...,v pi , v 1 , . . . , v p2 v p , v p+1 , . . . , V i , . . . , v pN , 

(et l'ordre correspondant pour les diagrammes), nous obtenons deux families satisfaisant aux con- 
ditions de Penonce. ■ 



5.3 Demonstration du theoreme 5.1 



D'apres ||, XIV. 2. 2, pour tout triplet d'objets (U,V,W) d'une categorie rubanee, l'application 
Jt : Hom(C7 ® V, W) — ► Hom(C7, W ® V*) donnee par 

et l'application b : Hom(E7, W ® V*) — > Hom(?7 ® V, W*) donnee par 

g h = (idw ®bv)(g ® idy), 

sont des bijections inverses l'une de l'autre. Dans le cas des categories V(a) et 7Z(q), ce sont en 
outre des isomorphismes d'espaces vectoriels. Soit alors s et t deux objets quelconques de V(a). On 
suppose que t est de longueur > 1. Soit k > l'entier et s la suite tels que t = s ® (k). Nous allons 
demontrer le theoreme 5A par recurrence sur la longueur de la suite t. Le cas ou t est de longueur 
1 (ou 0) a ete demontre au §^2. D'apres l'hypothese de recurrence, l'application 

T : Hom V(a )(s ® (k), s) — > Hom K ( 5 ) (V(s ® k), ^(s) 
est un isomorphisme. Par consequent, l'application qui a V £ Hom V ( a )(s,t) associe 

(^((P) b )) S € Hom^ ((?) (^( a ),^(S) ®^ 

est un isomorphisme. Or 

^((P) b ) = (id^ ®^(4)) (^(^) ® id^ (fc) 



id ^(s) ® id ^( fc ))) J ((^(^) ® id ^( fc) ) 



ou la deuxieme egalite provient du lemme En utilisant la representation graphique des mor- 
phismes dans une categorie rubanee (donnee, par exemple, dans ||, chap. XIV, ou chap. I), 
nous obtenons 



F(V) 
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Or, si g G Hom K ( g ) {^{s ® k),T(s)^, alors 



ct 



On en deduit que 



g* € Honing) ^(s), .F(S) ® T{k)* 



\ns) 



:F(S) .F(fc) 



(id^®a^)^(P). 



Or (id^ p) (g)(a- 1 )® fc ) : Hom^) f(s), F(s) ® ^)*J -> Hom K((() LF(s),.F(i)j est un isomor- 
phisme, done l'application 



Hom V ( a ) (s, t) — ► Hom^g) I JF(s), F(t) 



qui envoie 2? sur Tip) = (id^ (5) ©(a -1 )^) (^((P)*))' est un isomor phisme. 



6 Pleine fidelite : cas d'une racine de l'unite 

Nous fixons un nombre complexe a qui une racine primitive 4r eme de l'unite avec r > 3. Posons 
q = a 2 . Rappelons que l'ensemble J = J (a) defini au §2.4 est l'ensemble {1, . . . , r — 2}. Nous allons 



demontrer que le foncteur T : Via) — ► TZ(q) est pleinement fidele. D'apres le corollaire 3.4, il ne 
nous reste qu'a demontrer la surjectivite de l'application 



T : Rom V{a) (s,s') — ► Hom I(?) (f (s), T(s')) 



(6.1) 



pour toute paire (s,s') d'objets de V(o), ce qui achevera la demonstration du theoreme 2.1 



Remarquons qu'il suffit de verifier que, pour tout objet s de V(o) et tout entier k > 0, le foncteur 
T : Homy/^(s, (k)) — > Hom^ ^ (T (s) ,T(k)) realise un isomorphisme d'espaces vectoriels. En effet, 
la demonstration donnee au j p.3| s'etend mot pour mot au cas d'une racine de l'unite. Or nous 
savons que si P, Z et W sont des [/ g (,sZ2)-modules de dimension finie avec Z negligeable, alors 



hom n{q) (P © Z, W) = hom n{q) (P, W), 
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(les notations sont celles de §1.3). II suffit done de considerer les cas ou la partie semisimple de ^"(s) 
contient un vecteur de plus haut poids k, puisque dans le cas contraire, Hom^(J"(s), ^(k)) = 0, 
ce qui entraine Honiy^^s, (k)) = d'apres le corollaire 3.4 . 



Nous sommes done reduits a montrer la surjectivite de l'application 

f : Hom v(a) ( S , (fc)) — > Rom mq) (T( S ),T(k)) (6.2) 

pour toute suite s et pour tout plus haut poids k de J~(s). Nous allons proceder par recurrence sur 
la longueur m de s. Si m = 1, on procede comme dans le cas generique. Au § |6.1| , nous considerons 
le cas m = 2. 

6.1 Cas m = 2 

Fixons deux entiers n\,n2 G J et un entier > tel que la partie semisimple de Fini^n^) 
contienne un vecteur de plus haut poids k. D'apres ((0) et (|4.2|), ceci equivaut a 



k < inf(ni + n,2, 2r — 4 — ni — 71-2) et = n\ + rii — 2j, 
pour un certain entier j tel que < j < inf(ni,n2). 

Proposition 6.1 L'application T : Homy( a )((ni, 712), (k)) — > Hom^^(^ r (ni,n2),^ r (/c)) es^ surjec- 
tive. 



Demonstration. Au vu du §5.1| , il suffit d'etablir que le scalaire 6 m _i )na _ij_j ^ pour tout 
2 = 0, . . . , j — 1. Remarquons tout d'abord qu'il suffit de le prouver pour i = 0. En effet, le triplet 
(ni — i,ri2 — i,j — i) verifie les conditions imposees a (m, rt2, j) pour tout i = 0, . . . ,j — 1. Rappelons 
que 



n 2,3 



-n 2 +j-l t n l + n 2 ~ J + 



et que inf (ni + ri2, 2r — 4 — n\ — 71-2) = ni + n<i <^=^> ni + ri2 < r — 2. Nous devons montrer que 
[ni+n2— i + 7^ 0. Puisque < rai + 77,2— J + l < 2r, il nous reste a montrer que n\+n2— J + l 7^ r 
puisque [n] g = si et seulement si n = Omodr. Supposons par l'absurde que m + «2 — j + 1 = r. 
Puisque j > 1, nous avons ni + r?,2 > r — 2 et done 

inf(ni + ri2, 2r — 4 — n\ — 712) = 2r — 4 — n\ — n%. 

Par consequent, n\ + ri2 — 2j < 2r — 4 — n\ — ri2, ce qui est equivalent k j > n\ + ni — r + 2 et 
entraine une contradiction. ■ 

6.2 Cas m > 3 

On part d'un objet s de longueur m > 3. Soit s' = (nj, . . . , n m _i) l'objet de V(a) defini par 
s = s' ® (n m ). Soit un entier > tel que la partie semisimple de .F(s) contienne un vecteur de 
plus haut poids k. Par recurrence, nous admettons que l'application ( |6.2[) est surjective pour tout 
objet de longueur < m. 

Par analogie avec le cas generique, soit {61, . . . ,6jv} Pensemble des entiers tel que pour tout 
j = 1, . . . , N, la dimension pj de l'espace de plus haut poids bj de la partie semisimple de T{s') soit 
strictement positive et tel qu'il existe un entier £j verifiant < £j < mf(bj,n m ) et bj + n m — 21 j = k. 



Comme au §5.2, les deux lemmes suivant justifient la donnee de cet ensemble. 
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Lemme 6.2 Avec les notations precedente, I 'ensemble {b\, . . . , b^} est non vide. 

Demonstration. Decomposons J-(s') en ses parties semisimples et negligeables : J~{s') = P' © Z' . 
Alors 

F(s) T(s') ® ;F(n m ) (P' ®V n J(B (Z' ®V nm ). 
Puisque P' = ©, d =1 Vk t avec < ki < r — 2 pour tout « = 1, . . . , d, nous avons 

d 

P'®Vn m =®(V kl ®V nm ). 
i=l 

Or, d'apres Q, 

inf(fc^+n m ,2r — 4— fc^— %] 

^®K m = V^©Z (6.3) 

t=|nm— ^ | 

t = fc^+n m mod 2 

ou Z est un module negligeable. De plus, nous savons qu'il existe un vecteur de plus haut poids k 
dans la partie semisimple de T(s). Nous en deduisons que pour un certain ki, il existe un indice 
t dans ( |6^ ) tel que t = k, et done, d'apres (|4.4[) , des entiers z et £ tels que &j + n m — 2£ = k et 
< ^ < inf(fcj, n m ), ce qui prouve que Pensemble {b±, . . . , &tv} est non vide. ■ 

Pour tout j = 1, . . . , N, soit w{, . . . , une base de l'espace de plus haut poids bj de la partie 
semisimple de J~(s'). En procedant comme pour le lemme ^(], on etablit le lemme suivant. 

Lemme 6.3 La famille de vecteurs v p = v(w p ,VQ m , lj) 1 < j < N, 1 < p < pj, forme une base de 
l'espace de plus haut poids k de la partie semisimple de J~(s). 



Nous poursuivons comme dans le cas generique. Toutefois, remarquons que la proposition ^8 
n'est pas valable dans le cas d'une racine de l'unite. 

Proposition 6.4 L 'application T : Homy( a )(s, (k)) — > Hom=r^(J r (s),^ r (A;)) est surjective. 



Demonstration. Etablissons cette proposition par analogie avec la proposition |5.S| , i.e. montrons 
qu'il existe une base vi,...,v g i de l'espace de plus haut poids k de la partie semisimple de ^(s), 
des diagrammes V\,. . . ,V g i du bon type (s, (k)) et des nombres complexes ati,... ,a g >, tous non 
nuls tels que l'on ait 

F{V p ){v p ,) = sil<p' < P <g', 

F(V p )(v p ) = a p v® k S ip<g', 

ou g' = dim ^Hom^^J^s), .^(fc))^ . Puisque la dimension de l'espace de plus haut poids k de 

la partie semisimple de J-~(s) dans le cas d'une racine de l'unite est inferieure a la dimension de 
l'espace de plus haut poids de ^(s) dans le cas generique, on a g' < g = dim (Hom V ( a )(s, (£;)))• La 
demonstration de la proposition [5l| s'adapte done au cas present des que l'on remplace les espaces 



de plus haut poids par les espaces de plus haut poids des parties semisimples et le lemme 5.6 par 



le lemme 6.3. Nous conservons la definition des diagrammes T>j tP et la proposition 5.7 
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A partir de la proposition 3.4 nous procedons comme dans la demonstration du theoreme 5.1 a 
la fin du §5^ qui s'applique encore ici pour ce qui est de la surjectivite. En conclusion, Papplication 
(|6.2| ) est surjective pour tout m > 3. 



Remerciements. Je remercie Christian Kassel qui m'a soumis le probleme. Son aide a ete decisive 
pour l'elaboration de cet article. 
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